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5.1 Probabilités

@ Probabilité : événement particulier A parmi ) événements possibles

p:ACQ—1[0,1] tel que p(A):i—é (5.1)

@ Axiomes de Kolmogorov :
Q@o0<pl4)<1 VA
Q p(2)=1
Q@ p(AUB)=p(A)+p(B) si p(AnB)=0 VAB

@ Condition de normalisation :

@ Probabilité du complément : non événement A

(5.2) J

p(A)=1-p(A) (5-3)
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5.1 Probabilités

@ Praobabilité de l'intersection : événements A et B
p(ANB)=p(A[B)p(B)=p(B|A)p(A) (5.4)
@ Théoreme de Bayes : probabilité conditionnelle : A sachant B

p(B|A) p(A)
p(B)

e Valeur moyenne (espérance) : variable aléatoire X : ) — R

p(A|B) =

(5.5)

(5.6) J

@ Variance : variable aléatoire X

(5.7))

@ Ecart-type : variable aléatoire X

(5.10))
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5.1 Probabilités

@ Fonction de répartition de probabilité : variable aléatoire continue X
p (X < a) :/ fy (2) do (5.11)

e Condition de normalisation : densité de probabilité fx (z)

(5.12)J

@ Valeur moyenne : variable aléatoire continue X : {} —+ R

(5.13)J

@ Variables aléatoires indépendantes : X;,..., X,
(5'14)J
@ Densités de probabilité : variables aléatoires indépendantes X1,..., X,
fxix, (@1, . 20) = fx, (1) ... fx, (Tn) (5.15)
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5.2 Analyse combinatoire

@ Permutations : n éléments discernables

(5.16))

@ Arrangements avec répétition : k£ éléments discernables parmi n

(5.17)

@ Arrangements sans répétition : k£ éléments discernables parmi n

(5.18)J

@ Combinaisons : k éléments indiscernables parmi n

(5.19)J

discernable

O00000—00000
0000000000

indiscernable
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5.3 Statistiques

@ Loi binomiale : n expériences aléatoires avec k succes de probabilité p

variable aléatoire discrete X nombre de succes : €2 — N

(5.20)J

B (k,n,p)
A o
0.20F . _
p=0.1 n =40
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0.10F ! ! ?
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5.3 Statistiques

@ Loi de Poisson : k£ événements pour une moyenne de A événements

variable aléatoire discrete nb. d'évenement X : () — N

(5.22)J
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5.3 Statistiques

@ Loi normale : résultat aléatoire x de moyenne 1 et d'écart type o

variable aléatoire continue résultat X : () — R

(5.24)

0.1

Y
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5.4 Marche aléatoire en une dimension

@ Marche aléatoire asymétrique (1D) : réseau discret
o Arréte du réseau : a € Ry
e Intervalle de temps : 7 € R
e Temps:t=n7ounecN
e Position: t =kaoukeZ
o # Déplacements a droite : d de probabilité p € (0,1)
e 7+ Déplacements a gauche : g de probabilité g=1— p
o # Etapes: n=d+ g au temps ¢
o # Sites: k=d— g€ N autempst
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5.4 Marche aléatoire en une dimension

e Marche aléatoire asymétrique (1D) : réseau discret

o # Déplacements a droite : d = n;— de probabilité p
Vd \ n _ k 3 Vé
o # Déplacements a gauche : g = 5 de probabilité g =1— p

@ Loi binomiale : probabilité de présence de la particule
en position x = ka au tempst =nr1

(5.37)J

@ Loi binomiale : probabilité de d déplacements de la particule vers la
droite de probabilité individuelle p a I'étape n

n! n! 4

n—d
B(d,n,p)Zd!(n_d)! p®(1— p) = g P’ (5.38)
n! n—g g
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5.4 Marche aléatoire en une dimension

@ Loi binomiale : représentation intégrale

@ Démonstration : ou n+ k = 2d
1 [T . o
plm) =5 [ dp(pe™ +qeie)" e
7-‘- — T

1 [7 & n! - -
= d d n—d _—i(n—2d)p — ik
o | 90(; dn—a’ ‘

n! i n—al [T — i(nth— 2d)p
(= ) AR dp e (5.40)

I
(]

1 T
_ n—d 1
=2 G P 1 Onk2d g /_W de
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5.4 Marche aléatoire en une dimension

o Marche aléatoire symétrique (1D) : ol p=g =1 et n pair (5.41)

1 r i —itp\ " 1 4 n :
p(k,n)=— <6 e ) e~ PP dp = 2—/ (cos )" e *Pdy
— 7T @ — T

2T 2
1 " nln|cosp| —ik
_ — é ® (& gpdg@ (543)
2 J_
@ Représentation intégrale : ou z=%ka et t=n7 et p=+/T¢
2D T
t 1 T t - T
p(g_) :_/ e 7@ emte v dyp
a T 2w J_
:ﬁ T e tm[cos(vRo) | —i 2 V7S g (5.46)

S

LIn ’ cos(\/F gb) ‘ .

/ Ve
27‘(‘\/ 2D %

Dr. Sylvain Bréchet 5 Probabilités et statistiques



5.4 Marche aléatoire en une dimension

@ Densité de probabilité : limite du continu: a —+0 et 77— 0

e p(E7)
Flot) =1 M

~ lim /Te%micos(m)ie—wz—pw

T

S

e Développement limité : 2¢ ordre en /7 ¢

1 1
ln’cos(ﬁ@‘:ln 1—§T¢2 :—§T¢2
@ Densité de probabilité :
1 > t 2 o x
x,t) = e~ 2% ¢ "B %
f( ) \/87T2D ./—oo gb
A . N _ 1t N -
o Intégrale: ou A=5 et B=—1 72D
/ o~ Ap*+Bo do = 6% / e (¢— %)2 do
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5.4 Marche aléatoire en une dimension

@ Changement de variable :

2
z:A(q5—§) ainsi dZZQA( _§>d( —%)

d( ~ %) - 22\/1%2 dz (5.54)

o Intégrale d’une gaussienne : (5.52) et (5.54)

B2 >C B2 B
—2¢14 e~ Ale— 2) d( — —) (5.55)
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5.4 Marche aléatoire en une dimension

@ Intégrale d’une gaussienne :

/ e~ AV +B6 gy T2

@ Coefficients :

2

o

AN

SN

t T

2 V2D

@ Intégrale d’une gaussienne :

o0 .
/ e 29 ¢V ¢ 4o = 27

o t

@ Loi normale :

moyenne i =0 et variance o2 = 2Dt

(5.55)

(5.51)

(5.56)

(5.57)J

@ Condition de normalisation :

Dr. Sylvain Bréchet

5 Probabilités et statistiques

(5.30)




5.4 Marche aléatoire en une dimension

o Densité de probabilité initiale : (5.56) avect =0 (5.60)
o 1 > -y
—1 @ —1k'x /
z, 0 V2D T dp = —/ e dk’ = 0 (x
fa,0) = V 87r2D ¢ 21 J_ ()

e Position moyenne : intégrant (produit de fonctions impaire et paire)

(x(t)>:[mxf(x,t)dx—w re 5 dr = 0 (5.61)

@ Fluctuations : variable aléatoire position (variance)

o2 (1) = (® (1)) — <x<t>>2=<x2<t>>=/_m 2 f(ot)dr (5.62)

o

ADt [°° a? 22 ADt [° 2
= ’ ( ° ) n‘e” " dn = 2Dt

SV
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5.4 Marche aléatoire en une dimension

e Dérivée temporelle de la densité de probabilité : (5.57)

8f(:c,t):6’( 1 )e—f—i+ 1 a(e—ﬁi)

ot Ot \ /4w D t1/2 VarD Ot
1 22 1 x?
= T ADt | — — 5.63
VirD /2 ( 2t " 4Dt2> (509
@ Dérivée spatiale premiére de la densité de probabilité : (5.57)
1 22 1 22
of @,t) _ 9 (e— 4m) — ~_ e~ v (5.64)
Ox VarDtl/2 Ox VarDt1/2 2Dt

e Dérivée spatiale seconde de la densité de probabilité : (5.57)

2 z2 _ 22
25 = g (3 () %+ g ()

1 22 1 7
= T aDt [ — —— 5.69
‘ ( D1 1D (5.65)
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5.5 Marche aléatoire en deux et trois dimensions

e Equation de la diffusion : densité de probabilité (1D)

(5.66)J

e Densité de probabilité : marche aléatoire symétrique (1D)

1 2
f(x,t) = JieDi e~ 4Dt (5.57)

e Densité de probabilité : marche aléatoire symétrique (2D)

(5.68)J

Les densités de probabilités de se déplacer selon les trois dimensions sont
indépendantes et identiquement distribuées.

e Equation de la diffusion : densité de probabilité (2D)

(5.72)J
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5.4 Marche aléatoire

e Densité de probabilité : marche aléatoire symétrique (2D)

1 _ z2 y2
f(xayat) T 47 Dt € b (568)
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5.5 Marche aléatoire en deux et trois dimensions

e Densité de probabilité : marche aléatoire symétrique (3D)

(5.74)J

Les densités de probabilités de se déplacer selon les trois dimensions sont
indépendantes et identiquement distribuées.

e Equation de la diffusion : densité de probabilité (3D) (5.78)

o Densité de probabilité : (3D) : f(r,t) = f (x,y, 2, 1)

(5.79)J

e Equation de la diffusion : densité de probabilité (3D)

(5.81)J
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